Warszawa, 8 maja 2001.

Modele matematyczne w brologii © medycynie

Kolokwium
Grupa A
Zadanie 1 (10 pkt.).
Rozwigzaé¢ réwnanie z opdznieniem:
a,(t):—t(te_ Y s,
z(t) =e™ t e [~-1,0].

Zadanie 2 (10 pkt.).
Narysowaé diagram bifurkacji dla réwnania

A4
Tptl = Ty + HUTp .

Zadanie 3 (20 pkt.).
Rozpatrzmy model opisujacy rozwéj nowotworu w organizZmie:
T = o - fTL
L' = (a—a)TL—bT?L —c(L— L"),
gdzie T oznacza liczbe komoérek nowotworowych a L — liczbe komoérek limfocytéw. Po prze-
skalowaniu zmiennych otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan
T = g
y = (0-Lay-2’y—ply-y"),

gdzie v, o, 1, y* s dodatnimi stalymi.

()

a) Udowodni¢, ze jesli z(0), y(0) sa nieujemne to z(t), y(t) sa takze nieujemne dla ¢ > 0.

b) Wyznaczy¢ punkty stacjonarns ukladu () 1 analitycznie zbadaé ich stabilnogé dla prazy-
padku ¢ = 1.

c) Narysowa¢ obrazy fazowe uktadu (x) w pierwszej ¢wiartce w przypadkach, gdy sa dwa
punkty stacjonarne (w pierwszej ¢wiartce).

Zadanie 4 (10 pkt.).

Rozpatrujemy dwa rodzaje szczepionek przeciwko grypie: GrypA®© i GrypSuper®. Wirusy
grypy mutuja i po pewnym czasie powyzsze szczepionki nie zabezpieczaja przed zachorowaniem
na grype. Szczepy grypy nieodporne na zadna z tych szczepionek mogs zmutowaé i staé sie
w nastepnym roku odporne: na GrypSuper® — z prawdopodobenstwem 5%, na GrypA® —
z prawdopodobenstwem 20%. Szczepy odporne na GrypA® moga zmutowaé i w nastepnym
roku: straci¢ odpornos¢ — z prawdopodobienistwem 25% oraz naby¢ odpornoéé na GrypSuper®
— z prawdopodobieristwem 15% . Szczepy odporne na GrypSuper© sa odorne na GrypA®© i
nie traca nabytej juz odpornosci. Po ilu (srednio) latach wszystkie szczepy beds odporne na
GrypSuper®. Narysowaé graf przesé, obliczy¢ wektor prawdopodobieristwa stacjonarnego.
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Kolokwium z
Modele matematyczne w biologir 1 medycynie

Grupa B

Zadanie 1 (10 pkt.).
Rozwiazac¢ réwnanie z opdznieniem:
zt)=—-z(t—et), t20,
alt) = e %, te[—e 0]

Zadanie 2 (10 pkt.).
Narysowaé diagram bifurkacji dla réwnania

5
Tptl = T, + Ly .

Zadanie 3 (20 pkt.).
Rozpatrzmy model opisujacy rozwdj nwotworu w organizmie:

T = ol —BTL
L = (a—a)TL—-bT?L —¢(L - L*),

gdzie 7" oznacza liczbe komérek nowotworowych a L — liczbe komorek limfocytéw. Po prze-
skalowaniu zmiennych otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan

T o= YT —TY
g = (6-Dzy—zy—ply-y",

(+)

gdzie v, 0, i, y* sa dodatnimi statymi.
a) Udowodnié, ze jesli z(0), y(0) sa nieujemne to z(t), y(t) sa takze nieujemne dla t > 0.

b) Wyznaczyé punkty stacjonarne ukladu (%) i analitycznie zbadac ich stabilnogé¢ dla przy-
ki g== 1.

¢) Narysowaé obrazy fazowe ukladu (x) w pierwszej ¢wiartce w przypadkach, gdy sa dwa
punkty stacjonarne (w pierwszej ¢wiartce).

Zadanie 4 (10 pkt.).

Choroba ordbsko ma dwie odmiany — tagodna i ostra. Osoby, ktére zachorowaly na odmiane
ostra nabywaja odporno$é na wszystkie odmiany orébska na cate zycie. Osoby, ktére zachoro-
waly na odmiane lagodna nabywaja opornoécé tylko na te odmiane oraz moga ja straci¢ kazdego
roku z prawdopodobieristwem 15%. Prawdopodobieristwo zachorowania na odmiane ostrg oréb-
ska w kazdym roku wynosi 5%, zar6wno dla os6b odpornych na odmine tagodna jak i dla osob
nieodpornych. Po ilu ($rednio) latach wszyscy stang sie odporni na orébsko? Narysowaé graf
przesé, obliczyé wektor prawdopodobienstwa stacjonarnego.
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Egzamin, 12 maja 2001

Zadanie 1 (10 pkt.).
Rozpatrzmy lesny ekosystem z uwzglednieniem podzialu drzew na dojrzale (stare) i niedojrza-
te (mlode) oraz szkodnika, ktory zywi sie drzewami dojrzalymi. Zalézmy, ze drzew mlodych
przybywa wraz ze wzrostem liczby drzew starych i podobnie mtodych drzew przybywa wraz
ze wzrostem liczby starych. Wszystkie drzewa (zardwno mlode jak i stare) konkurujg ze soba
o zasoby srodowiska. Dodatkowo nastepuje zaleianie przez czlowieka (dla uproszczenia, w sta-
tym tempie). Szkodniki rozmnazaja sie w zaleznoéci od ilodci zjedzonego pozywienia, ale jeden
szkodnik nie moze zjesé wiecej niz pewna maksymalna ilo§é pokarmu. Szkodniki takze ging
naturalng smiercia.

Zaproponowaé model opisujacy powyzsza sytuacje. Wyjasni¢ znaczenie poszczegélnych sktad-
nikéw 1 wspoélczynnikow.

Zadanie 2 (10 pkt.).
Uprodci¢ model z zadania 1 zakladajac, ze sumaryczne zageszczenie drzew mtodych i starych
utrzymuje sie na stalym poziomie (np. poprzez dodatkowe zalesienia). Narysowaé portret fazowy
otrzymanego w ten sposéb ukladu réwnan.

Zadanie 3 (10 pkt.).
Do omawianego wyzej zagadnienia las-szkodnik zastosowaé¢ model Lotki-Voltery z ograniczong
pojemnocia srodowiska oraz z dodatkowym zalozeniem, ze owady podlegaja procesowi dyfuzji
na powierzchni lasu. Sformutowaé¢ odpowiedni model przy zatozeniu, ze powierzchnia lasu jest
kwadratem [0; 1]? i nie ma mozliwodci rozprzestrzeniania sie owadéw na zewnatrz.

Zadanie 4 (10 pkt.).
W modelu z zadania 3 zbadaé¢ czy mozliwe jest wystepowanie niestabilnosci dyfuzyjnej (formo-
wania sie wzorcow Tiringa).

Zadanie 5 (10 pkt.).
Zaproponowaé laricuch pokarmowy (prawdopodobny, czyli taki, ktérego istnienie w rzeczywi-
stoscl jest mozliwe), w ktorym istnieja dwa gatunki z najwyzszym statusem troficznym i ten
status jest dla obu taki sam.

Zadanie 6 (10 pkt.).

Zatozmy, ze dziedziczenie dwoch cech (kolor i faktura wloséw) jest niezalezne. Dla uproszczenia
zatézmy, ze wlosy moga by¢ czarne (cecha dominujaca) lub biate oraz krecone (cecha dominu-
jaca) lub proste. Genotyp bedzie zatem para — genotyp koloru + genotyp faktury. Np. DH
oznacza osobnika dominujacego ze wzgledu na kolor i hybryde ze wzgledu na fakture (czarne
krecone wlosy jako fenotyp). Skonstruowaé macierz przejscia dla taricucha Markowa powstaja-
cego przy claglym krzyzowaniu z podwdéjng hybryda HH.

Powodzenia!



